GIRIS
Bu lisans bitirme tezinde birinci boélimde Fredholm ve Volterra integral
denklemlerine deginilmistir. Ikinci bolimde Volterra Integro diferansiyel

denklemlerin Varyasyonel iterasyon ve Laplace Dénisim Metoduyla cézimi
ele alinmistir.

Volterra Integro-Diferansiyel Denklem Sistemleri

Volterra, bir ntfus artis modelini incelerken ayni zamanda kalitsal etkilerini de
inceledi. Arastirma calismasi hem diferansiyel hem de integral operatoérlerin

ayni denklemde gdriinmesiyle sonuclandi. Bu yeni tip denklem, Volterra integro

diferansiyel denklemi olarak adlandirilir ve ul® = C:l;l.l iken soyle gosterilir :

ul(x) = f(x) + f(;( K(x, t)u(t)dt

Cunku elde edilen denklem diferansiyel operatori ve integral operatoru
birlestirir, daha sonra Volterra integro-diferansiyel denkleminin 6zel ¢6zimunun
u(x) belirlenmesi icin u(0), u'(0),..., uli—1 (0) baslangic kosullarini tanimlamak
gerekir.

ui(x) = fG0) + [F (Ky (e, Ou(t) + Ky (x, v(t) + - )dt

vi(x) = f,(0) + [T (Ko Ce, Ou®) + Ky, v (t) + -+ )dt

Belirlenecek olan u(x),v(x),... fonksiyonlari K;(x, t) ve K;(x, t) cekirdekleri ve
fi; (x) fonksiyonlari gercek degerlidir. Integro diferansiyel denklem sistemini
cozmek icin sayisal ve analitik olmak tzere iki yontem vardir.

1. Varyasyonel Iterasyon Yontemi

Varyasyonlu iterasyon yonteminde iki temel adim kullanilir. Ik 6nce
integrasyon en dizgun sekilde parcalarina ayirilarak ve sinirli varyasyon
kullanillarak Lagrange carpaninin A bulunmasi gerekir. A belirlendikten
sonra, u(x) ¢ézimunin u, ., (x) ,n = 0 ardisik yaklasimlarin belirlenmesi
icin sinirli varyasyon icermeyen bir iterasyon formdult kullaniimalidir.
Sifirinci yaklasim uy(x) herhangi bir fonksiyon olabilir. Fakat baslangi¢
degerleri u(0),u’(0),... tercihen secici sifirinci yaklasim uy(x) igin

kullanthr.
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d= ()" (-0

Eger cozimun kapali bir formu varsa ve bilesenleri Adomian ayristirma
yontemindeki gibi degilse bu yontem kesin ¢c6zime yakinsak ardisik
vaklasimlar saglar. Varyasyonel iterasyon ydntemi, lineer ve lineer olmayan
problemleri, Adomian ayristirma yontemindeki gibi belli kisitlamalara ihtiyac
duymadan ayni sekilde ele alir.

Volterra integro diferransiyel denklem sisteminin dtzenlenmis fonksiyonlari
su sekildedir :

Un i1 (0) = un () + [ AO g (©) = f1(D) = [ K& D) (Mdrdt,
U1 (1) = v, (1) + LA @ (©) - (0 = [ K&, 1), (r)dr)de

ORNEK

Asagidaki Volterra integro diferansiyel denklemini Varyasyonel iterasyon
yontemiyle ¢dézunuz.

W) =1+x— %xz + %x?’ + fox((x —u(t) + (x — t + Dv(t))de

v'(x) =—-1-3x — %xz — %x?’ + f;c((x —t+ Dut) + (x — Hv(t))dt

u(0)=1, v(0)=1.
cOzUM
L) = [[((t = Mua () + (=7 + D, (r))dr
L(®) = [[((t =7+ Dup(r) + (t =), (1))dr
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ve birinci mertebeden diferansiyel denklem icin A=-1 iken bu sistemin dizeltme

islevi su sekildedir :
, 1 1
Uny1 (1) = Uy (1) = [ (D) = 1=t + 567 = 2¢% = L (D) dt
Vi1 () = 0 (1) = [3 (0p(6) + 1+ 3t + 52 + 213 — (£)) dt

Uug(x) = u(0) = 1vevy(x) =v(0) =1 baslangic kosullarini kullanabiliriz. Bu

secimi dizeltme islevinde kullanmak bize asagidaki ardisik yaklasimlari verir

UO(X)Zl,
vo(X)=1,
f
T S
u(x)=1+x+x*+-x>+-—x"
< 6 12
v(x)zl—x—x2—1x3—ix4
L 6~ 1277
uz(x)=1+x+x2+(1x3—1x3)+(ix4—i 4)—i 5 — —x6,
6 12 12 120 360
vy(x) =1 —x — x? (lx?’—lx?’)+(ix4—i 4)+L 5+ —x6,
6 6 12 12 120 360
us(x) =1+ x+x*+ (ixs —Lxs) -+ (Lx6 —ix6) + -,
120 120 360 360
vs(x) =1—x—x%+ (ixs —ix5) + (ix6 —ix6) + -,
120 120 360 360

Buna gore kesin ¢c6zum su sekildedir :
(u(x),v(x)) =1 +x+x%1—x—x?)

2. Laplace Donuisim Yontemi

Laplace dontlisiimiiniin konvoliisyon ¢carpimi (f; * f>)(x) asagidaki gibi verilir

L{(fy * £)(¥) } = L{f f1 (x — OF(D)dt} = F1(s)F,(s)
Laplace dontisimiintin tirevlerini sOyle ozetleyebiliriz

L{f' (0} = SLF ()} - £(0),
L{f" ()} = s2L{F ()} — s£(0) — '(0)
L (0} = SPLF)} - s (0) = sf'(0) = (0)

ORNEK

Asagidaki Volterra integro diferansiyel denklem sistemini Laplace donusim
yontemini kullanarak ¢ozunuz.

u'(x) = 2x% + [ ((x — Du(®) + (x — v(D)dt, u(0) =1,
V(%) = =3x2 — —x° + [((x = DHu(®) — x— Ov(D)dt, v(0) = 1.
cOzUM

Cekirdeklerin K;(x —t) = K,(x —t) =x —t oldugunu dikkate alalim. Iki
tarafin da Laplace dontusimuinu alirsak

4 1 1
sU(s) — 1 = st U(s) + S—ZV(S) ,

6 12 1 1
sV(s) —1=——=— +S—2U(s)—s—2V(s),

s3 s6

Ya da buna es deger olarak

(s—5)UE -5V =1+,
(s+3)VE -5UE =1-2-3

53
elde edilir.

Bu sistemleri cozersek
I+UE) =<+, V() =<—3

s4 s s
bulunur.
Iki tarafin da ters Laplace donusimuni alirsak kesin c¢dzim asagidaki gibi
bulunur.

(u(x),v(x)) = (1 +x3,1 —x3)
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